3 Exercice 1 : Application au calcul de somme d’une série

—1
prend x = 3.

Ona f(x Zx

a) En |ntegrant :

1

b) En dérivant :

Car :

1

1

b) En dérivant encore :

n

En prenant x = 5 on trouve :

En prenant x = 5 on trouve :

En prenant x = 5 on trouve :

([FRE MP] n°10 p.197)

Rappel : Pour intégrer ou primitiver, il faut se placer dans I'intervalle ouvert de convergence!

a l'intérieur de I'intervalle de convergence | — 1;1], d'ot Vx €] — 1;1] :

n=1

ii—n:/ox (ft"l) dt:/oxf(t)d

xodt

+o00 +00
Y onxt=x ) nx" ' =xf(x) =
n=1 n=1

f(x) = a 1) d'une part et f’(x

X
(1-x?

Z nx"1 d’autre part

n=1

n—2 __ 2+oo 2.n
D" 2 =x") n’x

_2_

— 2f"(x) = Z n

= anx”—xf”( )+ xf’

n=1

(x) =

“+o00
x2 Z nxn—Z _
n=1

n=1
f(x)
— xf(x)
X
( Rl prar

+oo 1’12
21

n=1

=6

3¢ Exercice 2 : Application a la résolution d’une équation différentielle

Vx €] — R;R[,y(x

D’oll Vx €] — R;R[ :

Soit y développable en série entiére sur | — R; R[ avec R € R;..
Donc il existe une unique suite (a,),en € RN telle que :

(IDAN] n°19.10 p.343)

—+o00
"(x) = Y nayx"?

Z a,x" donc Vx €] — R;R|:

n=|

0

xy" (x) + (x = 2)y'(x)

—+o0

-
v'(x) =Y n(n—1)ax"2
n=2

—2y(x) =0

—+o00 400 —+o00
& Z n(n—1)ax" 1 + Z na,x" — E 2na,x" 1 — E 2a,x" =
n=0

n=1

n=2 n=1

Principe : On part de la série entiere Y, x" dont on peut déduire d'autres séries en primitivant ou en dérivant. Puis on
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+o00 +o00 +o0 +
& Y nn+1)a,x"+ Y nayx =Y 2(n+1)aqx" — ) 2a,x" =0
n=1 n=1 n=0 n=0

& Zoo [(n—=2)(n+1)ay1 + (n—2)ay| x" —2a1 —2a9 =0

& Zo:o(n —2)[(n+1D)ay4q1 +an] x" —2(ag +a9) =0

Par unicité du développement en série entiére, I'équation est vérifiée si et seulement si :

n 0 ar = —4ay = ;llo

a1 Tap = 0

{v >1,(0—2) [(n+1) o T mrm=o )

n ,(n— n+1l)a,41 +ay = .
g " ! Vn>3,(n+1)ayq +a, =0 Vn >34, = ay
n+1
-1 -1 -1 —1)nt+1 _1)n+1 _
Orayy = man = m7an_1 = ... = (n(+1))n...3a3 = %6513, et le rayon de convergence d'une série
(_1)n+l

entiére de terme général
les y vérifiant :

1)n+1
Vy € R, y(x )—ao—a0x+—x2+z ~— bazx"
_ x2 +oo (_x)n
Soit Yy € R, y(x) = ap(1 —x + 7) - 61137;’ o

2
—(1—x+2>,d’oUVx6]R:

2
y(x) = (a0 — 6a3) <1 —x+ x2> — 6aze™ " avec ag, a3 € R

1 6 . . .
Or (( ), ( 6)) est une base de IR? donc finalement les solutions de I'équation sont de la forme :

2

2
Vx e Ry(x) =« <1—x+x> —Be *avecw,feR

3 Exercice 3 : Application au calcul de suites récurrentes  ([FRA] n°4 p.193)

1) On démontre par récurrence forte la propriété : P(n) : |u,| <21 —1:
1= |nitialisation :

lug) =1 <2 —1=1 = P(0) est vérifiée.

luj] =1<22-1=3 = P(1) est vérifiée.

wr Hérédité : soit n € IN* tel que Vk € [1;n], P(k) soit vérifée.

|tpa1] = [un +2uy 1+ (=1)" < |uy| + 2|uy,_1] + 1 par inégalité triangulaire

= |upe1]| <21 —142(2" —1) +1 par P(n) et P(n —1)
— |uyq| <2x 212 =212 _p o2 1

= P(n+1) est vérifiée.

est +o0. Donc les solutions de I'équation différentielle développables en série entiére sont

2n+2 -1 1
n+1
On a donc Vn € N, |u,| < 2" —1, donc R > Ryu1_q. Or T | 5o 2 o 2, donc Ryni1_q = = 5. et donc
. 1
finalement : |R > 5
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11

+o0 +00 400
S(x) = Z Upx™ = uy + uyx + Z Uupx" =1+ x+ ): Upyox" 2
n=0 n=2 n=0

+oo
=14+x+ Y (pe1 +2uy + (—1)") "2

n=0
+0o +o0 +o0
—14+x+ Z un+1xn+2 +2 Z unxn+2 =+ E(_l)nxn+2
n=0 n=0 n=0
+o0 +o0 +o
=14x4x Y uppx" 4267 Y upx 427 Y (—1)"x"
n=0 _ n=0 n=0
S(x)-1 S(x) ﬁ
x2
= S(x) =1+x+xS(x) —x +2x25(x) + T+ x
1+ x + x?
f— S =
¥ = Gra—x—29
1 2
— S(x) = +x+x

(1+x)2 (1—2x)

On effectue la décomposition en éléments simples de cette expression :

14 x+ x2 A B C

Ara-20 W= gz 1o
On multiplie par (14 x)? et on évalue en —1 :
T4+x+x2 C(1+x)? 1
A—2x) —(1+x)A+B+71_2x =>B—§
( )
On multiplie par (1 — 2x) et on évalue en 3 :
1+x+x2 A(1-2x) B(1-2x) 1+3+1 7 4 7
= + +C —=C=—=~——=2=_-X—-=—
(1+x)2 1+4+x (1+4x)2 (1+1)2 479 9
On a donc S(x) = A + ! + 7 on évalue alors cette expression en 0 :
T1tx  3(1+02 9(1-2x) P '
140+0? A 1 7 1.7 1
Arora—2x0 “O=150 30702 Toa—2x0 !4 Ft3T3 —7 4=
On obtient donc :
S(x) = 1 1 7
9(1+x) 3(1+x)%2  9(1—2x)
1 1
S =5 L (D
9(1+x) 9,1;]
1 1 1 . 1 " "
Or:q =i——5 = =+——5 =12 D" =5) (-1 1
SRR T s 3 LV = L) e
7 7 7T, 7T
= =—-) Z'==3 2"
9(1 —2x) z=2x 9(1 — z) 971;0 97;)
(- 1" 1 7.2"
D’ou S(x):z ( 9)x”+( )én—k )—i— 9 }x" et donc par unicité du développement en série entiére on obtient
n=0L
finalement : 1) 1 3(_1) 147 om
n € Ny = S 41 47
_1)" on
e N a, — D (3n49rz)+7 2
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3 Exercice 4 : Application au dénombrement : Nombres de Bell ([X-ENS A1G1] n°1.6 p.14 & [XET] dév 19 p.267)

|  Voir développement séparé!
3% Exercice 5 : Application aux probabilités  ([FRE MP*] n°15.3 p.314 & [KET] n°3 p.119)

Principe : On utilise la fonction génératrice :
“+o0
px(t) =FE [tx] = Y P(X = k)" par la formule du transfert
k=0

Et on a alors :
k(1) =E[X] et ¢%(1) =E[X*] ~E[X]

2
— k(1) +@k(1) — [pk(1)]* = E [X?] - (B[X))* = Var(X)
1) Soit n € IN*. On note S, I'événement « réussir le saut # ».

1
On a donc P(S,) = - et Vk,1 € IN* tels que k # I, Sy et S; sont indépendants. On a ainsi :

P(X=n)=P(S,11NSyN---NS)
=P (Sn+1) X ]P(Sn)
n

X...
1 1
1— z
< n+1>xk_lk

= ]P(X:n):m

x P (S1) par indépendance

Remarque : Ici, si on veut calculer I'espérance sans la fonction génératrice, on doit calculer :

+00 +00 n
EX]=) P(X=n)-n=)
n=0
On va faire autrement grace aux séries entiéres.

2) On pose donc :

—+00 —+oo n
px() =Y PX=mn)-t"=) —t"
ngb 7;) (n+1)!
Calculons d’abord le rayon de convergence de cette série entiére :
On pose a, = C Z 1 et donc :
!
1| n+1 X(n+1).: n+1 .
an (n+2)! n n2 +2n n—+oo

Par la régle de d’Alembert, on sait donc que cette série entiére a un rayon de convergence infini.

Calculons ensuite la somme de cette série entiére :
On remarque ue'l— 1 Sk "
W " i+~ D)l (et 1)

',d’oUVxe]R:

+o00 tn —+00 tn

px(t) =), 0

2 1 +o00 tn+1
—_ = — — -
=nl = (n+1)! t = (n+1)!

+00 n +00 n
SN S Y
t = ! t\=n!
1 et 1
t t t
—et 2 (et—1) =t - 4 =
e t(e )=e Tt
|
= Vxe]l(,qox(t):et———i—;
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Calculons ensuite I'espérance :

Calculons enfin la variance :

" £oel [T+t]—2t[t2-ef —t-ef +ef —1]
(PX(t): 1

t
CBee[141]-2[1%c—e+e—1]
14

= gk(1) =2e—2(e—1) = | k(1) =2

= ’ Var(X) =e(3—e) ‘

3% Exercice 6 : Approximation de 71 ([KET] n°6 p.120)

7.[) B tan(460) — tan (g) _ tan(46) — 1

1) A=tan (40 — — ) = =
( 4 1+ tan(46) - tan (g) 1+ tan(49)

2tan(f) 2X 5
1—tan2(6) 11

2 2
Or tan(46) = tan(260 + 26) = 1?1(2(92)6)' et tan(20) = tan(6 + 6) =
— tan

D’ou :
5 120
2Xp 10 14 10 . 9 L1 19
;25 1271197 199 1120 119 7 239
144 119

2) On sait que Vx € }—g; g [, arctan (tan(x)) = x.

Or0 < ! = tan (arctan (3_))) <1

5
1 7T . . 7T 7T
—> 0 < arctan 5 < 1 car tan est strictement croissante sur } _E; 5 [
1
< 4 arctan () < i — | arctan (tan (49 — g)) =40 — i

5 4 4

3) En combinant les résultats des deux questions précédentes on obtient :

arctan L =40 — i — T 4 - arctan 1 — arctan L
239 ) 4 4 5 239

1 1
— 71 = 16-arctan (5> —4 - arctan (239)

On peut alors utiliser le développement en série entiére de arctan :

+o0 x2n+1

arctan(x) = —1)"
W= Fera

Par exemple en prenant :
¥ x> X7
arctan(x) 8 x — — + — — —
3 5 7

T~ 3,141621

En ajoutant seulement quelques termes, on gagne facilement plusieurs décimales.

On obtient :

= Var(X) = ¢ (1) + ¢ (1) — [gog((l)]z:2+e—1—(e—1)2:1+e—62+2e—1:36—62

25 5
24 12

2><
5
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