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Géométric affine
Géométrie euclidienne

Un espace affine LE
,E) est euclidien si E

est un espace
vectoriel euclidien.

s Espaces vectoriels enclidions .

Déf Un
espace

vectariel E est dit euclidien

s
'il

ast recel
,

de dimension finie
,

et muni

d
'un produit scalaire = forme bilinéaine symétrique

définie positive C.,.)



On fixe un e
.v.

enclidien E
.

Rappel : À tout GELCE) on associe son adjoint
SxELIE) : TQYEE

,

S
8Cæ),

y )= Lx, fCyD .

Groupe orthogonal :

OCEL ISELCED I grof = ide } ss -gpe de GLCE)

=I GEGLCEl I f -l= G1}

=S GE
(G)2CE1I KOylE

?,

E8Cx), 8
Cy)3=

Lxy3}

= LGELCE)I FIEE
, 1186æ)ll= (

lok}

- LSELCELI FBONBGE, Mat
/fiDEOnCRI



avec OnCRI: DAE MnCI I tAA = Fnb
hes élemoents de OLEl st appelis endomonphismesorthogonause

.I

isometries vectorielles
.

SOCE ) = { SE OCED I det(g)=SJ= OLE )A SLCE)

SEOCE ) =3 def
(gleIs

. SpIglchtf;-13

Reduction des endomonphismes orthogonaux

Thm--: Soit SEOCE ).
Als J une BON D deE tq dat

(f,

D) est de
la forme :
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Orientation d
'un

e
.v.

de dim finie E

: On dit que 2 bases D et D deE définissert
la même orientation si det,D

'so

un

-
det ( POsD.)

ex: dime
=2,

D
=Ces,

e
2)

D
1= (

ez,

es )

P
= (08) et detP

)-s

Det D m 'ont pas
la imorientation

.

c'est ure relationd 'equivalence sur les bases de
E avec 2 classesd 'equivalence.



Orienter E
,

clest choisis une de ces classes comme référence
.

Les bases de catte classe sont dites directes
,

les

auto indirectes
.

Isométries vectorielles en dimension 2:

Thm
: Soit E un plan vectoriel enclidien
soit SEOIE ).

s Si def(f) tS ( SE SOCEI ).
Alors S est une rotation ly compries eidentite

)

Plus précisiment
,

fisons une orientation de

E
.

Alors FOEIR FBOND D deE:I

)Mat(
f,

8)=Ro
=(Coso-sinQ

sino coso



O= mesure de

FBONI DI on a
alors

: é 'angle dela
rotation

,

bien
dat (8,81)= R.O définimodulo 24.

z si det (gl-S (GE OCE) LSOCED .
ÖELF

/ta

findirecte
Isdela

rotation

Alors FD BON deE tq dat (8,8)= (+5. s.)
f est la réflescion orthogonale Crectorielle

) par
--

rapport à Fer (f-ide)=Es de directionC
ken

(ftide)=
E-2) Rappel:E

=EsDEs)

= EyDE
-s



soit E un
e.v. enclidien

,F un sevde E.

Alors la symétrie orthogonale par rapportSf

àf est la symétric rectorielle par rapport
à F de direction Ft

(
Bien défini carE =FOF+).

Si dimF
: dimt

-s thynerplandeF) on dit que

sp est une réflexcion ( rectorielle)

classification des isométries vectorielles

en dimension 2



det( g) dim(
ker( f-ide)) Nature

tL 2 ide

-- L s réflescions

rotations
tL o

Fide

Si LEOCE
),

deff)- 1-
s)aim

Cker
(ftid))

Isométries vectorielles en dimension



dimE =3.
Soit SEQCE. Alors I D une BoNdeE tq
dat

(S,

8) est de la forme
:

Is 0 0

O on OER
.

Roo

classification des isométries vectorielles

en dimension 3



Matrice Is une

det (8) dimFer
(f-id)

C
) Nature BON bien hoisioc

+
L

3 ide S29880( )
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-
L
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g

80) orth
-par
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tL S rotation s oo

dee
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o

* ide OFOT 7Z
+T.

anti -sotation
-- L oo X

- L o ou

osymétric
-sotato

ou

(Ro )
PFU OFOLZTJ



O
=4CZüJiPFU: isométric à pt fixe urique

=, 8=- ide

Description des rotations Crectorielles):

On oriente E
.

OEIR

soit D une droite deE . O#O[24J

On oriente D par le choix d
'un

vecteen

directeur es(
llull-5)

de D: D= Vectlu).
D

On aE =DtDS
n
el

L
'orientation

de A et de U

x

E induisent une orientation ßt
C "
sw

de At :



Pour toute BON (
o,w)

de At
,

on dira

que
(

v,

rol est directe si Cee
,

v
,

w
)

e
'est.

D 'où:

f : Rotation d 'axe oriente A et de mesue

d 'angle QEIR (rb,o) este
'identité

sun D et la rotation de mesture O

sur At
.

* f-5Ro)-fFRoJx
-52å.)
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Description des anti -rotations:

E orienté .

soit D ure droite oriente deE
{ OEIR

.

OF OCZHJ

L
'antirotation

d
'axe

D et de mesure O

est la composie ccommutative) :

MD ,O O SDS = SAS
0

79,0

Cas particulier : SiO
?IT22H3,

alors

S =-ide (nimporte quel axce convient).



z Espaces affines cnclidiens
soit CE,EI un espace affine enclidien .

. Pour ( A, B) EEZ
,

on pose
:

dIA,B)= VABI1E= LAB
,

AB
3Y)

Note aussi AB

Appele distance endlidienne entre A et B
.

Lemme : d est ure distance suE
.

f soitf:E-sE une application affine .

f est une isometric affine sig censerve

les distances
.



: FA
,

BEE
,

d
(GCA),

8 CB)): d (A,B)
=

S

(
- I SIAL SIBPII :11

=>( - 1 PCABIII -
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I II

=>
\ FuEE

,

I
1 flu

)

1
l

= lull

=7C PEQçël
Notations

:

Ison
(E)= {S

:E-SE isométric affine
}

RmqGEIsomlEl=
sBeØCEl=sfEGLCE)=sfbij.



Prop : Isom(E) est un ss -gpe de GACE ).

GACEK LSE -sE affine et bijective }

Ø : GACE) -. GLCE
)

morh , de gpes .
f 1 > 5

Isom(E) =Ø -2
1

oces).

uu

IsantCE)= I SE Isancel I 5 E SOCEIS
det(5ts

= Ø -1( soce)).
"

ss -gpe des déplacements de E.



Isom CE
)

Isont
(E)

ensemble des antidéplacements
(detf =-5)

Exemples :
Les translations sant des déplacements .
Les symétries affines orthogonales :

Soit F un sea deE .

La sumétric abline par rapport à F at de directionj of

Ft s 'appelle la symithe laffine) orthogonale
par rapport à F . Notee SF .

siF est un heperplan affine
,

sf est par dif .
une réflexion
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Soit E un espace affine enclidion de dim
.n.

soitf:ESE ure application (pas forcimt

Wensigçorte affine !) qui conserve les distances .



A lors S se décompose en un polt kcamp
.)

dlan plus nts réflexcions .

corollaire
:

Toute isométie affine se décompose
en polt de reflexcions .

wversiagaible )

pas simple ( pen faire un dév mais c

bien bosser ).

Autrement dit : IsamCE
)

est engendre par les

réflexcions .



Décomposition canonique des isométries affines .
Thm soit GE Isam (E).--

:

Alors S admet une unique décomposition de la forme :

f
=

tu og
avec MEÉ

{ gEIsomCE) admettant ( an moins) unpt fixceget tee commutent

De plus
,

uekorle
-ide)O

u recteis propree pr
lav .p.L

on est Ö
.



Commentaires :

ssif admet un pt fixe
,

elle est déjà

décomposee (f= to of = go to ).

2 SiS
4SpC5),

u=Os et donc f admet
un pt fixe .

-27

35= tuog : tuogs - ğ 3.
en

dê

Cc thm donne la classification des isométries

affines en dim 2 et 3 ˆ partis de la

classification des isomŽtries vectorialles
.

En dimension 2:



-7 dimkerp
-ide))

Avec pt fix sansptfixce
.

f dŽplacents

ide 2 iid
E E translations

dŽpl.FidE

rŽflescions
S F symŽtric

triflexion glisce)

(

vectorielles l finarmninzo l glissee
anti-dépl.

kide

rotations o
rotations affine dŽpl

ro
rot

(r,

0) a

OFOCZ
+J

M
=O

o

sif :E-sE affine.Rappel forcŽmtonpt
-Alorsl'ens. des pts fixes def est :

fixe sn'estsi
soit !{ soit un sea de directo Fer (5"-

ide) pas valer propre.



xM sxteeCM)=Mtee
ei

de 5.

s

F MEF
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YFCMI
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te=tuOSFCM) = SqotuCM
)

En dimension 3.

8 dim
(kerls?-idesD)

Avec pts fixes sans pts fixes

trauslations
Ide 3 Ide F ide
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