
Loi normale en probabilités et statistiques.249
1 Généralitéssur la loinormale.

Introduite par Gauss enIrop.2déf:MER, ret 1809 àpropos d'un pb d'estimato

8:R >R,*
(x -u)2

de paramètre.

x I >
I
2

-

202
estune densité de

2482

proba sm . On l'appelle loinormale de parametres
llet 22 eton la note:ofu, 027 intégrale de

Gauss.

poueisbco, Redemanière immediatesetdes



I =2 **
=
1.

Calcul de l'intégrale de Gauss:

I =)-dx
1 xe = E°) dana localementintégrable.

-te-O par
croissances comparées

danc

2

Idee ar (Rieman avec 1=21)e
-
x
=8() or

donc des ou également. At->
x =arcos() etdx=

-2Aim)*sinkata desasiats/arcost))



FxRmq:([-1;2], sin(arcos (x) =1-x

I a, arcos(al=e
=>A =(-**- )- *d =(*- Eat
On:Vtelo;[:

(1-* =

e

~hult-)
=e***=e- t

car Fer-1, en)1 +r) =e par concavite etexpect
coissante.

Ainsi etestun majorantintégrable de (1-2), das
en appliquantto the de ar dominés:



(4-Ewat=sement) at=/dt
car nen(1-1) isw=-t=) (1-e
Or on rappelle la formule de Wallis:

So
/2

sina de
pasp

D'où:
iM

n6 (1-)"dt =m.)*inzartpdes
mere 4m+2
-

Don *-* at=tn=



Itdac par parits:(edt =2x=A.

Iptés:xwoffe,2)
M

=Eix] et0=Var(X)

*Sin =0 et =1, on parle de loinormale centresréduite.

*Le graphe de la densitéde probas estune "courbe en

doche", symétrique par rapportà xIn, avec un mass

en, et pts d'inflescion en M-+5:

il
e

1- 0 Mn
+5



*La fet de répartition of estde classe EP, strictement Y et

n'a pas d'expression explicite.
*y=

u
++ X: Xwa(0,1) Y-at(u,wz)(1)

Irauve:

(1) Lemme: X de densité 8x (pas forcementune loinormale
y =u

+rX, ueRet>0 fixes.
Alors Y a pour densite by définie ainsi:

Foe,fy(x) =2.fx(x--M)
Prouve:VIER:

Fy(t) =(y =t) =(n +2x =t) =b(x ==)



y
=

M
+5x)

-(x).dy=
=Islydy

En appliquantle lemme ci-dessus on a bien le résultat

recherche.

(2) x- 010,1), dans Gxk) =e-
+-

&[x] =( fx(x)dx =[ éY dea
y
= - x

--Se-Yadot(eae doc

-(13)
-dy+).e -De des



-yedy+(e.des
=> 0

· D'une manière générale:Y- offu,2), alors Y=u+ rX et:
[7] =E [n+rx] =n +1E[x] =n

+1x0 =

m.

*Va(X) =[x2) -) =[x2] =(a xo des
-(s.-" der=(x EasE 3

-

↳in e =1,v
=

e

- xz
vo

-[x-e -

x] - ) -do



--=0

=1

. D'une manière générale:
van(Y) =Var(u+rx) ==2.Va(X)=2 x 1 =12.

Ppté:La somme de 2 gaussiennes esttjsune gaussienne.-

Em particulier:
X ec/Ns,2)

Iywot(z,) = X +ye efustle, w2+)
X HY

Ineuve.On note fi la densité de Xi, ie41;23.



I cas particulier:Mr=M2 =0 et2 =1.

On pose i=3 >0.

On a dan X, wat(0,1) etXzwc0, 2). (=tY)
On veutdonc mq X1 + X2 ~ WC0;1+52).

on la densité d'une somme de 2 va.r. estprop. ar polt de
cavolution de leurs densitesrespectives,si ce dernier
estcontinu pou morceaux.

Soit hir-> t tq:
+x

Facet, h(x)=1, felxcry) · Jely)dy

=>f(x) =kx)-.
-

dy



+ D

h(x =k.(e
-

3x
- 2sxy +sy2 +y2

dy22

f(x) =k.(e-

31+12) - 2x2xy +sx2
dy212

al =K. e-?[y-2]-dy
a

-=-eSe
=kis -1)- (i)?Wes202
-x -(e)



D'au

h(x) =k.)e - Est-ce?),e- dy

h(x) =k- e
-

sc(y-" ay
u =

y-
1 2

h(x)?k. 2- 2(1+12)
x

oe

2

=>Fxe,h(x) =(=e
-

21+12)
x

ave2 c
=kaste.



Or c'estune densitéde proba ssi:
-> I

1 bodec =1 EL Cx-de
=
1So
I

(=L (xπx2(1 +12) =1 C=> C =

s
24(2+32)

SoitVoce, h(x) =e
s

qui estla densité

24(1+3)

de proba d'une toi C0; 1+s2).
On a dans bien:X2+ X2 ~oC0;1+3).

2 cas général:XwoGes, 52) et Y- offuc, ()
Alors on pose:



X
1
=

X-N1
=> x-w((0;1)

51

Xe =
y -Nz

=

y-M2
x2 =X2 wd(0;3)51
E
~(0;1) =S

On a alors d'aprèsle cas 2:

x2+x2 wa(0;1+3) =c(0;1+E)
Or x +y =i Xe+Ms

+ de X2 +M2

=re(X2 + Xe) +MetMa
=x +Y -o(z+Mz; Tex(1 +())



=x +y - o(ne +r; +r2)

Upté:Voc, Gle= Se
- Y

At
j

&() =J0; 1 [.
t
-

AscER, Ifx =1 -G(x). 8(t)

Irave:I est une bijection de I sun 3015.

Fx: festpains
ty

&1=x) =(d) SAdt=1-8(x)
Ppé:X-aC0;1. Vye[0;2, 7!zeJ0;0[t1P/1x1z6) =8



En pratique:Zo,g = 1,64;7095= 1,96;zog, 2,58

Ineuve:Yxct]0; tx[:

#(1xkx) =2.I(x=[0;xt) =2x)dt
= 2 x[8(x) - (edt] =2.8(x) - 1

- 1 car

-1 et

Spain
On est une bijection de R dans J0;s[ strictement

Goissante, dans FyeJ0; 15, 7! eR tg&(x) =y.
AinsiVre[0; 1[, 7! zje * ty:



&(zj) =5
+1

=>> 2.8(zy)- 1 =j () (1xkzy)
=5.

2

Illustration:70,95= 1,96:

af(x)

9 5% de l'aire totale
sous la courbe

B
2,5%

2,5%
⑳ 5.

R

- 1,96 1,96



Prop:Méthode de Box-Muller (BEr):

X ~ n(30;1[) S =- 2 enX).cos(2+Y)
y - u(30;15) 3 =3 Si i E

x = - 2en(x). sin (2+Y)

x HY
Als: {arco;)

Ring:L'objectifestde simulerune va. suivantune loi

de Gaus,ou plus generalentplusieurs va.r. gangs. H.,
en supposantque l'on dispose d'un génératem aléatorie

de loi uniforme.
Ring:-+ précis etrapide que

la méthode de la transformeinverse.
-- rapide que

la méthode ziggourant (maiscomplexe etbesoin de tables.
-version polaireutiliséepar la bibliothèque standard du C++ deGCC



Freave:Om pose:

&:U =30;1[2 >V =R21/R +x[0]), Wet Veuverts.

2,y) >(-zeuse cos(eiy); - Zenx sin(2iy)).
VŽrifions qu'il s'agitbien d'un diffŽomorphisme:

Def:f: ->V, UetV
*Om pose:

ouvertsestun p(x)=- 2enx

EkdiffŽomorphisme si

festbijective etfet 0(y =2
iy

f-
1 sontde classe 24.

=((x,y)=(p(x)cos(a(g));p(x)-sin(0(y())
(k=1 => "diffsomorphisme")

=>(p(x),0Cy)) sertles coondantes

polairesdu point(,y).

coordonnies polaires!
=>Iestbien une bijectsde Uds V.



*I estclairementde classe 21.

*Reste ˆ ma I-1 estŽgalementde casse 91:

calculons le dŽterminantjacobien de

Ref:Soit 8: Ucter-P. f(x,y)zJ0;2[2:
On Žcrit g = (81,...,8p). cos(2xy)

Soit acon fest diffŽrentiable -

x -zerx
- 2! -2enx sinty

Alors sa matrice jacobienne 5g(x,y)=
est:

38(a) -fr(a) sin(Txy)
...... -

Jf(a) = &bi(a) x-2lux
2-Zenxcos(zy

desj :
..

(a) 08P(a)
-

- 24652ry) - 24 sin2(2y)&xm

x

-



0 J8(x,y)=0 f(x,y)cJ0;1[2, on a d'apr•sto theorie

d'inversion globale que It estde classe Et Sa V.

Thm d'inversion globale: Ainsi, est bien un diffŽrmorphisme.
U ouvert de IRM et *De plus:F(s,t)=Ve (1+)2:
f: U > IR de classe E2

etinjective. Alors LASSE: 150-z(s,t))=15(xy) =* Voeu, estinversible

*f(U) ouvertde IRM etf-1
avec:

_stx =e

est de classe 91 52 +t2

=>IJg/s,t) =
-e-

D'apr•sle thm 15.3.5(p.)on a
alors:

15,5) a pour densitŽ8cs,i :R2 >+
_set

(1,t) -e Av(e,t)



etm•me
ges,i) (s,H =e- can

sian

entive Avr,t), on ne modifie la densitŽque su
&1x403, quiestde "surface mulle"

or cette fet estàvariables sŽparables donc on a

le rŽsultat recherche.

Ban. C'Žtaitla demo de Thierry sa. J'esp•re que celle

du Karmati sera plus simple.
Ireavealternative:

Lemme:R10 tq:S=R2-E(E) et X =Rcos

E - -u([0;2a]) Ex=Rsin

Als X 1Y et z =(X,x) ~ CNC0,17 sun R2.



Preuve:

fiR"> I continue etborner.

On veut la dens, du rector alŽatoire (X,Y),in on

cherche fxy: 12 > IREg:

*[f(x,y1] =(= f(x,y).fxx(x,y)dedy.

On pose g:[Oi+s[" > 2

(1,0 >(coso, sind
Di(X,y)=g(S,4) thm du transfert

* [8(X,y)] =E[jog/s,)]=(2 fog/,0)fs,als,ddsdo

S

=>Sz 109(s,0). Is/s. Ja ds dO



=(([0;2)x[0;+x]
fog(,dx e dedO

swEl)=fg/d) =e
-

car

E
270;(s)

! -U([o;23) => fa(0) =[0;2)(0)

*On effectue un changementde variable:

on
pose qU

= 0;[xJ0; 2+[ ouverts.

=R2,(1Rx403)
Om

pose
aussi:h =

910:
U > V

Movais. J'ail'impression que
c'est blindŽ

d'erreurs ofjecomprends pas tout.



Preuve
par Statoscope:

! wu([0;21]) aRE(E), +R.

X =.cos ofY =-sin

My X et Y WaC0;1) etXHY.

fa,m(0,1) =f(0) +fr(e) car +m

= (;2y(0) +2e
-21(r)

On doitmaintenantexprimer etR en gat de X et

y (inverser ce que
l'or a).

x =cosO 0 =!

E
y
=sinO

=> {r = !



↳-8- tan0 => Oauctan() x0 on X var.
continue da
#(x=0) =0.

x+y =r(c050+sin20) =r=x2 +y).
-

=I

Rmq:arcan estdŽfinie sur te

On dŽfinitdonc i
maisbij. seulent entre - ete

Onesten
&:R4x1R > R x [0;24] faitàune

(x,y)) ~(xyz, acan()) aste pies.
P

-nŽcessan
appliquer

On vŽrifie que 8 estun Et-diffamaphisme:Nether de

*Ibijectiver(on sait
que G-1 (r,0 =(AcosO,sin0)). Magent

*I continue v

*DŽrives partielles existentetsontcontinues:



2x 2y -- 1 Rappel:
Jo(x,y)= darctan(u()

=u'(t)
-Y Ha dt 1+u(t)

- 1-
"2

d ↓ 4
de y

usyl:
=>> les dŽrivesexistentet sontbien cantimes.V

w
*D-1 est21,vŽrifie si det(5g) +0:

2 2 315g(x,y) = I a

22+

=2 =0.It - 2+ 11



On peutdonc bien appliquer le the de changentde var:

8x,y(x,y)=(a,(ardan(),x+yz) x(det(52))

-[0;2)(actan() x-1+y) xx
-

-!

1*x(x,y)
I

a
é
"

robale
en

40 estmŽgligeable
c'estbien te pot de 2 fois normales centrons

ofrŽduites. Beptsimple maispastr•srigoureuse!



Ban. Je vaisdevoir faireman propre
miss jepense...

↳ Je le ferai àpart. Passons àla suite.

convergenceetintervalles (statistiques)

Thm de Moivre- Laplace:

peJ0;1. FmeN*,on consid•re Sawolm,p) et

on note:

S =

Sa-mp (version centrŽsrŽduite).
mp(1-p)

Alors - CO;1),autrement dit:
n -3+x

Va,bel tq asb:

#(a 5(b)
n ++- as



Ireuvoirsallepar
les goto car des dŽtails de la le•onse

ou

Regle empirique:30

3 =>((n,p) =d(np,mp(1- p)).
-p>, 5

-p)1- p)>,5

The Central- Limite:

(Xi)ieN id admettantun momentd'ordre 2.

On note m
=[[Xi] FieIN*.

↳ -2 =Var(Xi)
n

On pose
XmeIN:Sm:=

i
=I

Xi &

On consid•re zu dCO;1).

Alors:



Sm-nn 2
- Z

~un n-+X

Autrementdit, VIintervalle rŽel:

(i) ~ ++y
4(zeI)

Preure:Admis.

Intervalles de confiance fluctuation VoirdŽtails 229.

Statistiques




